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oldugunu biliyoruz. Bu esitlikte b — B~ iken (B = 400 icin B~ = +00)

limite gecilirse,

/ flz)de = blim F(b) — F(a) (7.23)

oldugu elde edilir.
Benzer olarak, eger F'(x), (A,b](b€ R, A € R veya A = —00) araliginda
f (A, b] — R fonksiyonunun herhangi bir ilkel fonksiyonu ise f nin [A, D]

araligr lizerindeki has olmayan integrali icin

b

/f(:r)d:v =F(b)— lim F(a) (7.24)

a——00
A+

oldugu elde edilir.

Not: (7.23) ve (7.24) formiillerine has olmayan integraller icin Newton-

Leibnitz formiilleri de denir. e

Not: Parametreye bagl has olmayan integrallerin ve kath has olmayan

integrallerin incelenmesine ilerideki boliimlerde devam edilecektir. o

7.4 Cozumlu Problemler

(1) Asagidaki integralleri hesaplayimiz.

(a) +fooi_§ (@>0); (b) Jrfooe‘”dx (a>0);
+oo P

(c) 1f bdy () [ e
0 -2

(e) {Osechxdx; ) N% :
+00
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—+00

(1) f $2_T_li_2;
fo

&) J v
+oo

(m) f x3\/df+7§
1

+o0o |

(0) [ Hisda;
0
+o0 5

(v) [ Gpde
0

2+1)2

Coziim: (a) F(x) =

?

(s)

871
+00
f dx .
5 zvr24z—1 "
+oo

| e **sin fxdr (o > 0);
0

—3’00 ln(1+xz)dx .

22
1
“+oo
f xarccotx d
1

(1+x2)?2
+00

dzx
of (1+a4) V1227 ’

—21, [a,400) (a > 0) arahgnda siirekli -

fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu oldugundan (7.23) formiilii geregince

+oo
dz 1 1 1
| Y4 ==
x? b—linoo( b) * a a
olur.
(b) F(z) = —ie™* [0, +00) arahgmda siirekli e=** fonksiyonunun

bir ilkel fonksiyonu oldugundan (7.23) formiilii geregince

—+00

1 1
/ e “dr = lim (——e )+~ = -

b——400

0
olur.

(c) F(x) =

1
a a a

——H;nx, [1, +00) araliginda siirekli 1” fonksiyonunun bir

ilkel fonksiyonu oldugundan (7.23) formiilii geregmce

/ln—xd:z:— lim (—

olur.

(d) Flx)=—5n;

Inz’

b—-+o00

[e, +00) araliginda siirekli (—

1+1Inb
b

J+1=1

fonksiyonunun bir

ilkel fonksiyonu oldugundan (7.23) formiilii geregince

+o00

e

1

m(——)+1=1

= 1
b——+o0

Inb
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olur.
(e) F(zx) = 2arctan(e”), (—o0,0] araliginda siirekli sechx fonksiy-

onunun bir ilkel fonksiyonu oldugundan (7.24) formiilii geregince

0
/ sechxdx = 2arctanl — lim (2arctan(e®)) = 2.

a——00

™
_0_5

e~

—00

olur.
(f) F(x)= arcsin %, (—o00, —2] arahiginda siirekli ﬁ fonksiyonunun

bir ilkel fonksiyonu oldugundan (7.24) formiilii geregince

= arcsin(—=) — lim (arcsin—) = I

—2
/ dx
xvar? —1 R —— a 6

olur.
(8) F(x) = cos=, [ 400) arahgmmda siirekli - cos 1 fonksiyonunun

bir ilkel fonksiyonu oldugundan (7.23) formiilii geregince

+o00o
1 1 1
/ —5 Co8 Edm = bEle(cos—) — cosg =1-0=1
2
olur.
(h) F(z) = —3(Vx? 4 2¢/x + 2)e~V*, [0, +00) arahiginda siirekli

e~ V% fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu oldugundan (az sonra bunu

gosterecegiz)(7.23) formiilii geregince

+0o0

/ e Vidy = 3 lim (V02 + 296+ 2)e= V2 + 3(0 + 2.0 + 2)¢°
——+00
0
= 32=6
olur.

F(z) in [0,+00) arahgmmda e~ V* fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu

oldugunu gosterelim.
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[e=Vda [x = t* denirse do = 3t%dt olacagindan)

= 3 [e "?dt [u = t* ve dv = e”'dt denirse, du = 2tdt ve v = —e™*
olacagindan kismi integrasyon formiiliine gore]

= —3t%e'+6 [ e 'tdt [u =t ve dv = e 'dt denirse, du = dt vev = —e™!

olacagindan kismi integrasyon formiiliine gore]

= -3t '+ 6(—te! —I—/e_tdt)

= 324242t = 3(Va2+ 2z +2)e V"

oldugu anlasilir.
(i) F(x)=3In%s, [2,400) arahginda siirekli ——1— fonksiyonunun
bir ilkel fonksiyonu oldugundan (7.23) formiilii geregince

+00

dz ) 1. b—1 1.1 2
— = lim -In ——In-==-In2
224 —2 b—403 b+2 3 4 3

2

olur.
(j) F(z) = arcsin \%(% — 1), [2,+00) arahgmda siirekli z\/ﬁ

fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu oldugundan (7.23) formiilii geregince

+oo

/ dz , .2 (1 1) 0
- = 1m arcsin —(— — —) — arcsin
Va4 x -1 b—oo V52 b

2
1

= arcsin —

V5

olur.

(k) F(x)= \/Lﬁ In —==e— vfﬁ(ﬁ\ﬁ’ [0, +00) araliginda siirekli

Wm fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu oldugundan (7.23) formiili
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geregince
+oo

/ xdx lim 1 In V202 4+ 1
(222 + 1)V322 +5 b—too /14 /6b2 4 10 + /7

1 1

Vi Vo1 v
Llni—i-—ln(\/l—o—i_ﬁ)
V1d V3 V14
In(v/10 + V7 — V/3)

V14

olur.
1) F(z)= _%We_w, [0, +00) arahiginda siirekli e~** sin Sz
fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu olduguna gore, (7.23) formiilii geregince,
“+o00
o . asinfb+ fBcosfb _, I}
/ e “sinfrdr = —bkinoo RERE e "+ o+
0
_ P
a? + 32
olur.

Benzer olarak, (a > 0 icin)

+oo
a
—QxT d —
/ e ** cos fxdx —0424—52
0
dir.
(m) F(z)=— V;:fz +% In 1+V$1+x2, [1,400) araliginda siirekli = 1+x2
fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu oldugundan (7.23) formiilii geregince
+oo
/ dx lim ( \/1+62+11 1+\/1+b2)
—— = lim (— —In ———
31 + 22 b—-o0 202 2 b

- 25 v

2
V2 \/§>:\/§—ln;1+\/§)

2

In(1+

1
2
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bulunur.
(n) F(x) = 2arctanz— =X In(142?), [1, +o0) araligmmda siirekli 5 In(1+
x?) fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu oldugundan (7.23) formiilii geregince

—+00

In(1 + 2%)d 1
/ w = bEinm(Q arctan(z) — p In(1+ z%))
1
— (2arctanl —In2) = 2.% - (2% —1n2)
= g +1n2
olur.

(0) lilgl+ (111% = 0 limit degerini f(z) = (ﬁgf)s integrant finksiyonunun

x = 0 noktasindaki degeri olarak kabul edersek

fla) = s @ € (0, 400) ise,
0 ,x =0 ise

fonksiyonu [0, +00) araliginda siirekli olacaktir. Bu fonksiyonun (0, +00)

arahiginda ilkel fonksiyonunu bulalim.

_ _ xdx _d(1+2?)
u=Inz ve dv = T42?® = 2(1527)3

olacagindan kismi integrasyon formiiliine gore

/ zlnzx J Inx . 1/ dz
_— = —— — N
(1+ 22)3 414+22)2 4 ) x(l+a?)?

olur. Ote yandan her z > 0 icin dogru olan

. _ dzx _ 1
denirse, du = <F ve v = ET

1 1 T T

c(1+22)2 =z 1+22 (1+a2)?

esitliginden yararlanirsak

/ xdx B /d_:z: B xdx B / xdx

r(l+22)2 x 1+ 2? (14 22)?
1

2(1 + 22)

1
= Inz— 5111(1—{—9:2) +
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oldugu dolayisiyla, (0, +00) araliginda aranan ilkel fonksiyonun

F(z) = —ﬁ + ilnx— éln(1+x2) + m
oldugu anlasilir.
xhi%h F(z) = § = F(0) kabul edersck (7.23)den dolay:
+oo
/ . 1nx:§)3dx = lim F() ~ F(0) =0~ £ = —

oldugu elde edilir.

1'27 arccotr—x ~ b ;7 rarccotx 3
(p) Fl(x)= %, [1,400) araliginda siirekli (1+x2§2 fonksiy-

onunun bir ilkel fonksiyonu oldugundan (7.23) formiilii geregince

+00
rarccotx .
/ Azt = Jm F)-FQ)
1 . 2 x 1 1
= i Gyt T ) TR T g
bulunur.
(q) Vz €0, +00) icin
72 412 1 . 11
(22+1)2 2241 (22 +1)2
oldugundan
2+ 12 1 11
F pu— —_— T
W = =l wet e
11 =z
= Tarctanx + o 2 1
22412

fonksiyonu [0, +00) arahiginda siirekli ( fonksiyonunun bir ilkel

$2+1)2
fonksiyonu olur. (7.23) den

+o00o
/ 2%+ 12 137 137

LT gr= lim Fb)—F -
@ ede =, Fl) - FO) =F5 =

0
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olur.

Y it
() Fla) = 1l griges -
(1+a4) V1227
geregince

+oo

dx

o/ (14 2*

V1 + 24

877

Y1127

% arctan
xr

, |0, 400) araliginda siirekli

fonksiyonunun bir ilkel fonksiyonu oldugundan (7.23) formiilii

lim F(b) — F(0)

b—+o0

1 lim (1 V1+20"+0b 5 arct “1+2b4)
= - lim (In———— — 2arctan ——
4o—too  /1+20%—b b

1 17
— (Zlnl1- =2
(Fn1=353)
1
1 V243 +1 1
= 1 lim (1n—b4—2arctan42+b—4)—g
b—+o00 4/2+bi4—1
1. vV24+1 1
= Zlnéi_ —§arctan(\4/§)——

olur. ¢

(2) Asagidaki integralleri hesaplaymiz.

8
(a) [ 4%
1
1
() [ 3E2dr ;
<e) {‘a: 1603—:1:2 )
1
In zdx
(e [ ;
02 d
(1) \ll‘ac 3x2i2x—1 )
0 1
(k) [erd;

1

Yz

F (Y12
| Sl
0
2
j‘ dx .
o Vie2-1]
1 .

arcsin xr .
of r_aﬂalm,
1
[y

x
0
[ leosz]

cos T X
\({‘\/sinmdm’
1 1

= dx
f €z i
~1

fonksiyonu 0 noktasinda sinirsiz oldugundan
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verilen integrali

8 0
dr dx . dx
Ve | Y Yx
—1 —1 0

seklinde yazalim. Tanim 7.1.5 geregince

—
I
=
4=
|
|
LE
N | Qo
Ejﬂm

3 2 3
= — lim (b3 — 1 ——
5 m (b0 = 1) = =3
ve
8 8
/daz i dx ’ 3 %8 6
= lim — = lim —x3| =
\?/E a—07t \?/E a—0t 2 a
0 a
oldugundan
8
/ de. 3 L 6= 9
Yr o 2 2
-1
bulunur.

(b) Verilen integrali

/(f\/t1 d"””‘/f df le

0

seklinde yazahm g V/ 25 3\?/_2 2y/x fonksiyonlar1 (0, 1] arahiginda sirasiyla
siirekli V, \Sf f fonksiyonlarinin ilkel fonksiyonlar: oldugundan

1
de 6= p 6 e 6
\G/E_allﬁl)l*(g x>a—_ali>r(l)’l+<1_ a)_g

1
dr = lim (§ Y x?)

\3/5 a—0t+ 2

3 3
=— lim (1 — 3a2):—
a 2 a—0+ 2
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[ =l =2 im0 - v =2

bulunur. Boylece,

1
v 1 1
S .
NG 5 72 5
0

oldugu elde edilir.

(c) Verilen integrali

1 1 1
3x2 +2
I:/ Wda::?)/x dr + 2 \/_—3114—2[2

seklinde yazalim. I has integral olup Newton-Leibnitz formiiliine gore

1 6
-1 7

z
3

3
]1:?.%

1 0 1
dx B dx dx

Ve vt e
gl gl 0

seklinde yazalim. (b) de oldugu gibi

dx . b
v/ 12 _bli%l—(?’xs) 1 =3
i d
T . 1
v 2 B ali%h'(gl‘g) a =3
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oldugundan, I, = 3 + 3 = 6 bulunur. Boylece,

6 4
I =31 +2I, = 3.?+2.6 = 14?

bulunur.

(d) f(x) = \/|2— fonksiyonu z = 1 noktasinda sinirsiz oldugundan

verilen integrali

2
/ dx B / dx n / dx
f 1 Ve v
seklinde yazalim.

arcsinz, [0,1) arahglnda stirekli ———; fonksiyonunun ve In(z+vx? —1), (1,2]

araliginda stirekli \/77—1 fonks1y0nunun bir ilkel fonksiyonu oldugundan,

= lim (arcsinz

/ dx
-2 et
0

b T
=5

0

dx
N
/ V21 = Jim (In(z + Va2 —1)
1

bulunur. Demek ki,

) In3

Ve
0
dir.
(e) F(z)=—1In(2+,/% — 1), [1,4)arahgimda siirekli

onunun bir ilkel fonksiyonu oldugundan,

Nﬁ fonksiy-

4

/ dx i ( 1 | (4 N 16 1))
— = lim (—=In(—- — —
V16 — 12 b—da— 4z 2

1

1. 4 16 1
= g Jim (G +y/55 - D+ Z1n(4+JB)

= iln(4+ V15)
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bulunur.

(f) F(z) = i(arcsinz)?, [0,1)arahgimda siirekli % fonksiyonunun
bir ilkel fonksiyonu oldugundan,

1
. 1 b 1
/ arfsin;;dx _ blirfl,(Q(a’rcsmx)z 1) — §b1ir£(arcsin b)*
0
B 1 72 _ 2
274 8
bulunur.

(g) F(z) =xlnz —x, [0,1)araliginda siirekli Inz fonksiyonunun bir
ilkel fonksiyonu oldugundan,

1
1

/lnmdm = lim (zlnz—2z)] =—-1— lim (alna —a) = -1

a—0t a a—07t
0

bulunur.
(h) (7.14) Kismi integrasyon formiiliinii uygulayalim. f(z) =1Inz, ¢'(z) =
\/LE dersek f'(z) =1, g(z) = 2y/x olacagindan (7.14)ten

1
Inz

/ dz
de (2\/511135)‘0) -2

\/_
= —2 lim \/_lna— lim (2\/_)

a—0t a—07t

bulunur.

(i) F(x) = —arcsinZ, (1,2]arahiginda siirekli Nﬁ fonksiy-
onunun bir ilkel fonksiyonu oldugundan,

/ T : . x+1

= lim (— arcsin )
V3x? -2z —1 a—1+ 20 'la
1

™ .
= — —arcsin —
2 4
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bulunur.

(G) f(x) = 5‘% fonksiyonu = Onoktasinin saginda ve x = 7 nok-
tasinin solunda sinirsiz oldugundan verilen integrali

us

2 e
| cosx | | cosx | | cosx |
dr = dx + dx
0/ Vsinz J vVsinx Vsinz

Wl

likinci integralde © = m — ¢ degisken degisimi yapildiginda]

Jus

2
| cosx |
2 dx
Vsinx
seklinde yazilabilir.

| cosx | , dsin x , —|%
Vsinx ! ag?* Vsinx ai%lJr( i a )
a

oldugundan, I = 2.2 = 4 olur.

k) = = ! denirse, z = —licint = —1, x = 0 icin t = —oc0 ve
t
dr = —f—; olacagindan,
d —00 d -1
x t
/ei—3 = —/ett3— /tetdt
x 12
—1 —1 —00
yazilabilir.

F(t) =te' — e, (—oo, —1] arahginda siirekli te’ fonksiyonunun bir ilkel
fonksiyonu oldugundan

-1

/ te'dt = aEmoo(tet —é) . —2¢7!

—00

bulunur. Buna gore,
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dir.
(1) flz) = e%z% fonksiyonu z = 0 noktasinda smirsiz oldugundan
verilen integrali
1 0 1
1 dx . 1 dx 1 dx
“1 1 0

seklinde yazalim. (k) ya gore birinci integral yakinsak olup degeri
—92¢~1 dir. Ikinci integralin raksak oldugunu gosterelim.

x:%denirse,leigjnt:Lx:()igmt:_i_oovedx:_%

olacagindan,
1 400
dx b
/6»‘10—3 = /tetdt = lim (te' —¢")| = +o0
X b—4o00 1
0 1

bulunur. Buna gore verilen integral iraksak olup degeri +o0o dur. ¢

r—-+00

+oo

[ f(x)dx integrali yakinsak oldugunda lim f(z) = 0 esitligi saglanir
Hall?

Coziim: Genellikle yok. Ornegin,

—+00

I= /sin(xQ)dx

0

Fresnel integralini gozoniine alahm. 2% = t denirse, x = 0 icin ¢ =

0, x = +o00 icin t = +00 ve dx = % olacagindan,

| [sint 1 fsint 1 [ sint
sin sin sin
== | —dt== —dt+—/—dt
2 / Vit 2/ Vit 2 Vit
0 0 1
yazilabilir.
lim $2¢ — 0 oldugundan sag taraftaki birinci integral Riemann an-

t—0+ Vi
1

. ~ . 1
lammda meveuttur. = fonksiyonu [1, +00) araliginda azalan ve tE—Ii-HOO 7



884 Coziimlii Problemler

b
0 oldugundan, [sintdt = cos1 — cosb fonksiyonu [1,400) arahginda
1
sinirhh oldugundan Dirichlet Testine gore sag taraftaki ikinci integral
de yakinsaktir. Dolayisiyla, verilen integral yakimnsaktir. Fakat, f(x) =
sin(z?) fonksiyonunun x — +oc iken limiti yoktur.
+oo
Simdi, J = [ xsin(z*)dz integralini gozoniine alahm. z? = ¢ degisken
0

+00

degistirmesi yapildiginda, yakmsak J = 1 [ sin(¢?)d¢ integrali elde
0

edilir. Bununla beraber, f(z) = xsin(z*) fonksiyonu 2 — +oo iken

simrsizdir. ©

1

(4) f, (0,1] tizerinde monoton ve [ t*f(¢)dt yakinsak olsun. h%l+ x0Tt f(x) =
0 e

0 oldugunu gosteriniz.

Coziim: f, (0,1] iizerinde artmayan olsun(f, (0, 1] tizerinde azal-

mayan olmasi durumu benzer sekilde incelenebilir). Her = € (0, %) icin

x x

/ﬁﬂmﬁZﬂ@/HﬁZAJMV@)

N
|

oldugu elde edilir. Burada,

e ;
4 - e aF —lise,
o =

In 2, a = —11ise

dir. Benzer sekilde her z € (0, 1) icin

2x 2x
/ﬂﬂmﬁgﬂ@/ﬁﬁzBﬂMVm)

oldugu elde edilir. Burada,
{ 204:;1’ a # —1 ise,

In 2, a = —1ise

B, =
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dir. Boylece, her z € (0, 1) icin

xT

2x
Bia/taf(t)dt <2 f(x) < Aia/taf(t)dt

(VG

oldugu anlasilir.

1
[t f(t)dt yakinsak oldugundan Cauchy Testi geregince
0

T 2x

Jim [t f(tdt = Tim [ 4 f(t)dt =0

[SIE]

olacagindan son esitsizlikten hr& 1 f(z) = 0 oldugu elde edilir. ©

+oo
(5) f, [1,+o0) lizerinde monoton ve [ ¢*f(t)dt yakinsak olsun. lirll 2ot f(x) =
1 T—1T00

0 oldugunu gosteriniz.

Cozim: =z = % denirse, x = licint = 1, z = 4+oo icin t = 0 ve

dz = d(1) olacagmndan,

+/Ooxaf<x>dx - / Lrda

1

oldugu elde edilir. Buna gore, Problem (4) geregince

lim (l)aﬂf(%) = lim z*™f(z) =0

t—0t+ ¢t T——400

olur. ¢

(6) Asagidaki integrallerin karakterini inceleyiniz.
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—+00 —+00

C052 X xaxr
(a) 1f {’/ﬁdm ) (b) \[ as3+dcos:c ;
(C) —’:foo 2347 dr - (d) —i:foo xzdx .
5 15— 2242 ) 0 \5/1-4-7 )
too +o00
© s 0 T
“+o00 o0
Inz . sin/x
(2) 1f xmdx : (h) of ﬁa+w)dx (a>0);
+00 +o0
(i) [ 2?sin(e”)dz ; 0 [ 785 (g eR);
Poo oo
(k) f zPe”dz (p > 0,a > 0) ; () [ aPe " coszdr (a>0,p>0);
0
+0o0 .
(m) f SN2y (0> 0,p>0); (n) [ [Inz P 22dz (a>0,p>0);
a J’lil/oo
© B i (0> 0,p>0) () [ o2
a 0
—+00
(I‘) f ‘x_al‘al.‘x_aliﬁoq.”‘x_an‘an (—OO <o <ap<---<ap< +OO) .

Coziim: (a) [1,+o00) araliginda

cos? bx 1

< <
— 3/'1‘4 —l— 1 3/:1;4

+0o0
esitsizligi saglandigina ve [ j"i integrali yakinsak olduguna gore (p =
1

3 > 1) Karsilastirma Testi (Bkz. Teorem 7.2.2(a)) geregi verilen inte-

gral de yakinsaktir.
+oo

x% ve [ % integrali yakinsak oldugundan
1

(b) 2z — 400 iken

3+cos T

(p =2 > 1) Ozel Karsilastirma Testi (Bkz. Teorem 7.2.6(a)) geregi ver-
ilen integral de yakinsaktir.

“+o00
347 1 dz : : =
53 ™ 23 Ve ) 53 integrali yakinsak oldugundan

(b) de oldugu gibi verilen integral yakimsaktir.

(¢) & — +ooiken -
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(d) Verilen integrali

“+o00 1 +oo
xdx T T
| =Tt | =
V1429 1429 1429
0 0 1

seklinde yazalim. Sag taraftaki birinci integral Riemann anlaminda
mevcut, ikinci integral ise raksak oldugundan (Ciinkii, z — +oo iken

+00
=" \5/%74 ve 1[ \;—% integrali raksaktir (p = 2 < 1)) verilen integral
iraksaktir.

(e) Verilen integrali

+00 +oo

1
st X Sll’l2 e Sln2 e
dr = dr + dx
x T T
0

0 1

seklinde yazalim. lim % = 0 oldugundan sag taraftaki birinci inte-

z—07F
gral Riemann anlaminda mevcuttur. Ikinci integralin iraksak, dolayisiyla,

verilen integralin iraksak oldugunu gosterelim.

b

d
lim [ 2= lm Inb= +o0
b—+o00 X b—-+o00
1

+o0 +oo
ve Dirichlet Testine gore 1f oSty = 2f eldt integrali yakisak

oldugundan (Bkz. Ornek 7.2.14(a))

1 1
/Siandx _ 1/1—0082xdx
T 2 T
0 0
bd b
1 2
=L _x_/cos xdm):+oo
2 b—+oo T T
1 1

+o0
olur. Buna gore [ %dw integrali raksalktir.
1
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(f) Verilen integrali

/xx _/ xdx +/ xdx
[ Va1~ Va1 Ve

T

seklinde yazalim. lim T < 0 oldugundan sag taraftaki birinci in-

z—0+4
tegral Riemann anlaminda mevcuttur. Herhangi p > 1 sayisi icin

. T i 1
lim 2P — = lim =
x—+00 e2r z—-+00 \/€2$$7(2p+2) — p—(2p+2)

+oo

ve [ Z—iﬁ integrali yakinsak oldugundan Teorem 7.2.7(a)ya gore sag
1

taraftaki ikinci integral yakinsaktir. Buna gore, verilen integralin yakinsak

oldugu anlasilir.

(g) (f) ye benzer olarak verilen integralin yakinsak oldugu gosterilebilir.

(h) Va e (0,1] icin ‘;‘gg) < 1= ve ¥ € [1,+00) icin | I
+o0

? oldugundan ve f L p=3<1), [ j—%, p=2>1in
1

tegralleri yakimsak oldugundan Teorem 7.2.11 geregince f }na‘fr;) dz

ve f }na‘i; dx integrallerinin, dolayisiyla, verilen integralin yakinsak
oldugu anlasilir.

dt

(i) e* =t denirse, v =0icint =1, v = +00 icin t = +00 ve dv = ¢

/x sin(e dx—/—smtdt

L.Hospital kuralina gore,

olacagindan

yazilir.

. /
bulunur. Ote yandan, V¢ € [e? +00) icin <@> — @hhht

+2

olduguna gore % fonksiyonu ¢ — +oo iken azalan ve limiti de sifir
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b
olan bir fonksiyondur. F(b) = [sintdt = cos1 — cosb, b € [1,+00)
1

+oo
fonksiyonu smurh oldugundan Dirichlet Testine gore [
1

% sin tdt in-
tegrali ve dolayisiyla, verilen integral yakinsaktir.

+oo
Benzer olarak, [ 27 cos(e”)dz integralinin de yakmsak oldugu
0
gosterilebilir.
(j) Inz = ¢ denirse, z = 1 icin t = 0, * = +o0 icin t = +00 ve

dx = e'dt olacagindan

+o0 dx +ooe(1—p)t

/ _ / dt
P In? x 14

1 0

yazilir. Sag taraftaki integrali

+o0 1 +o0
e(l_p)t e(l_p)t e(l_p)t
= [ [ [,
0 0 1

seklinde yazalim.

p € R ve ¢ <0 oldugunda [; integrali Riemann anlaminda mevcuttur.

p € R ve ¢ > 0 oldugunda ise ¢ — 0+ iken e(lt;p)t ~ -+ dir. O halde,

Teorem 7.2.7 geregince I; integrali ¢ < 1 icin yakinsak ¢ > 1 icin

wraksaktir.

Simdi Iy integralinin karakterini inceliyelim. p > 1 ise Vg € R ve

Ya > 1 icin
e(l_p)t ta_q

= lim ——— =0
t——+o0 tq t—too e(P—1)t

olduguna gore Teorem 7.2.7(a) geregince I, integrali yakinsaktir. p <1

icin I integrali iraksaktir.

Boylece, I integrali yalnizca ¢ < 1 ve p > 1 icin yakinsaktir.
(k) Her bir A > 1 sayist icin

rPe—ar .CEIH_)‘

lim — = lim
r—too = r—+oo e
x

=0
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+oo
ve & (a > 0,\ > 1) integrali yaknsak olduguna gore Teorem

a
7.2.7(a) geregince verilen integral yakimsaktir.

(1) Verilen integrali

+oo a +oo
/ xPe” " cos xdx = /Jcpe‘” cos xdx + / xPe” " cos xdx
0 0 a

seklinde yazalim. zPe~** cos x fonksiyonu [0, a| arahiginda siirekli olduguna

gore sag taraftaki birinci integral Riemann anlaminda yakinsaktir.

Her bir z € [a,400) icin | zPe *cosx |< xPe™® ve (k) ya gore
+oo
| aPe~**dz integrali yakinsak oldugundan Teorem 7.2.7(a) geregince

a
+oo

| aPe " cos zdx integrali ve dolayisiyla, verilen integral yakinsaktir.
a

+o0o
Benzer olarak, [ 2Pe” " sin dx integralinin de yakinsak oldugu gosterilebilir.

0
(m) g(z) = & ve f(z) = e™7sin 2z olsun. g(z), [a, +o0) arahginda
azalan ve x — +oo iken limiti sifir olan bir fonksiyon oldugu aciktir.

Her bir b > a icin
sin b

| F(b) |:‘/f(:v)d:v’ = 2] /tetdt‘ <%

oldugundan, Dirichlet Testine gore verilen integral yakinsaktir.
(n) f(z) =sinz ve g(z) =| Inz [P  olsun. Yeteri kadar biiyiik z ler

icin (yani x > eP icin)

(Inz)P~!

§(@) = T —(p—Inz) <0

oldugundan, g(z) azalan ve x — +oo iken limiti sifir olan fonksiyon-
dur.Her bir b > a icin

b

| F(b) |:‘/f(x)d:17) :‘Cosa—cosb <2

a
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oldugundan, Dirichlet Testine gore verilen integral yakinsaktir.
(o) f(x)=sin(z + 2?) ve g(x) = = olsun. Her bir b > a i¢in

b

/sin(x + 2%)dx

a

[t = x + 2% denirse, x = a icin t = a+ a®, x = bicin t = b+ b* ve

dr = t%- = \/% olacagimdan]
b+0* ;
sin
- et
+oo
olur. [ \/Si—%tdt integrali Dirichlet Testine gore yakinsak oldugundan

a+a?
b

son esitlikten , lim [ sin(z+2?)dz limitinin var ve sonlu oldugu anlagilir.
— 400 a

b
Buna gore, F'(b) = [ sin(z+x?)dz, b — +oo iken smrhdir. g(z), [a, +00)

araliginda azalan ve lirf g(z) = 0 oldugundan, Dirichlet Testine gore
verilen integral yakinsaktir.
(p) p = q ise verilen integralin wraksak oldugu aciktir. p < ¢ olsun.

Verilen integrali

1 d +oo d
-[1:/ ’ ) ]2:/ ‘
P + x4 P + x4
0 1

olmak lizere

dx
= =L +1I
/xp+x‘1 1t
1

seklinde yazahm. _—-— = gl Jrlgcq_p) ve lim 2977 = 0 oldugundan p > 0

z—0t
1 1

~ — oldugu aciktir. p < 0 icin [; integrali

xp-l,-xq xP

Riemann anlaminda mevcuttur. Boylece, Teorem 7.2.6 geregince Iy

icin x — 07 iken

integrali p < 1 icin yakinsak p > 1 icin de raksaktir.
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T — +o0 iken —+— = L = 0(%) oldugundan I, integrali ¢ > 1

P44 mq(}+zq7p) -

icin yakinsak, ¢ < 1 icinde raksaktir.

Boylece, p < ¢ oldugu durumda [ integrali her p < 1 ve her ¢ > 1 icin
yakinsaktir. p > ¢ durumunda benzer olarak, I integrali her p > 1 ve
her ¢ < 1 icin yakinsaktir. Her iki durumun birlesmesi sonucunda [

integralinin min{p, ¢} < 1 ve max{p, ¢} > 1 icin yakinsak oldugu elde

edilir.
(@ fl@)=lz—a ™™ [2z—al[™ - |[z—a|" ac
(a,ars1), k=1,2,--- ., n—1, ¢y € (—00,a;) ve ¢, = (a,,+00) olsun.

ag
r — ag iken f(x) = 0(] # — ai |7*) oldugundan, [ f(x)dz, k =
Ck—1
Ck
1,2,---,nve [ f(x)der, k =1,2,---  n integralleri oy, < 1 icin, | x|
ag
o
0 + oo iken f(z) = 0] = [~~~ oldugundan, [ f(z)dx ve

+oo
[ f(x)dx integralleri ay + g + - - - + @, > 1 icin yakinsaktir. Béylece

verilen integral, yalniz ve yalniz oy <1, ap <1, -+ ,a,, < 1, oy + g+

-+ ay, > 1 kosullan saglandiginda yakinsaktir.

.. +0oo
Ozel olarak [ wf—iw (a € R) integrali aw min hicbir degerinde yakimsak
degildir. Her o € R icin
b 400
/ dz / dx
(b—x)" (x —a)

integralleride raksaktir. ¢

(7) Asagidaki integrallerin yakinsakligini inceleyiniz.
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2 (2—x)%dx i
1 f dx .
(e) if 1’3 _ 3112 + 4 (Oé > ) ’ ( ) ~Of \3/sinac !
3 1 dx 2 xdr
' = h .
(®) JSln(Cosx)\/f ’ (b) ofesmz -1
L de T1—cosx
: : da -
0 of arccos T ) ‘0[ e
3 dx 2 In(sin )
k - . ) [ ——=d
(k) Ofsinpyﬁcosq:lc7 ()of VT o
1 p () fl p It ld
m — dz; n) [zPIn?—dx ;
) == 2
1 dx I Inz
(6] dx s dx )
(©) Z{Sx(ez—eﬂ) <p)bf\/1—$2
1 /e2 ; 2 — geosw 3 et _\/T+ 2cosx
(@) J X de;  (v) [ —
0 x 0 cos® x

Coziim: (a) f(z) = fonksiyonu 0 noktasmin saginda

1 fl dx
ve

vzl
. 1

oldugundan (Bkz. Ornek 7.1.6,p = 3 < 1) verilen integral yakinsaktir.

16 + z* )

(b) f(z) = T fonksiyonu 2 noktasmin solunda siirsizdir.

—x
1 2 dx
ve [
V2—x 9 V2—x

B} 1
(Bkz. Ornek 7.1.6,p = 3 < 1) verilen integral yakimsaktir.

2?2+ Jx

simrsizdir. — 07 iken f(z) ~

integrali yakinsak

x — 27 iken f(x) ~ integrali yakinsak oldugundan

1
(c) flz)= ~7——= fonksiyonu 1 noktasmm solunda smursizdir. = —

ST 10
1 L dx

f 1
4 —

: integrali yakinsak oldugundan
(Bkz. Ornek 7.1.6,p = 3 < 1) verilen integral yakimsaktir.

Vi

@

17 iken f(z) ~

xz

=8

(d) f(z) = A= fonksiyonu 1 noktasimn solunda sinirsizdir.
— X «

x — 17 iken f(x) ~ — integrali yakinsak oldugundan

o " T-o



894 Coziimlii Problemler

(0 < @ < 1) verilen integral yakinsaktir.
2= 2= 1
) SO = G g 1 T Gt D) DR

onu 2 noktasinin solunda smirsizdir. * — 27 iken f(x) ~

— fonksiy-

(2—x)2
ve f — integrali yakinsak oldugundan (p =2 — a < 1) verilen

mtegral yakmsaktlr.

£) flz) = 5 fonksiyonu 0 noktasimin saginda ve m noktasinin
Vsinz
solunda smirsizdir.  — 07 iken f(z) ~ \3/#5 ve v — 7 iken f(x) ~
T dx
- [ ] 2

Teorem 7.2.7 geregince verilen

oldugu aciktir. integralleri yakinsak oldugundan

[NIE]

™ m

dx B dx . dx
sin x vsin x vsin x
0 3

integrali yakinsaktir.

= s —— fonksi 0 nokt gind dir.
(g) f(x) Sm(cosx) 7 onksiyonu 0 noktasinmin saginda siirsizdir

Verilen integrali

z:!j@mxzzj@mx+!f@mx:h+b

4 dx
—— integrali yakinsak

1 d
~El

seklinde yazahm. x — 07 iken f(x)
oldugundan [ integrali yakinsaktir.

s s
t = —— denirse, t = = icin t = V2, x = — icin t = +00 ve dr =
d%OSt 4 - 2

21— t?

olacagindan,

+oo
sint

121 — 124 /arccos

I, =
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int 1
vazilabilir. ¢ — 400 iken g(z) = o == O(t_3> ve
12/ 1 — 124/ arccos(;)
+o00o
i —3 vakinsak oldugundan I, integrali de yakinsaktr.
\/i t
)= —x fonksiyonu 0 noktasinin saginda sinirsizdir. x —
h Ve 1
esmz —
sinx  x 1 2 dx
0t iken f(zr) = ——. ~ —— ve [—= integrali yakinsak
esinz — 1 sinx NG 0 VT

1
oldugundan, (p = = < 1) verilen integral yakimsaktir. (Bkz. Teo-

2

rem 7.2.7).
(i) arccosz = t denirse, x = 0 icin t = g, x = licint = 0 ve
dr = — sintdt olacagindan,

1 p 5

x sint
/ — [
arccos & t
0 0
. sint ~ 2 sint . ..
olur. hnzL - = 1 oldugundan [ Tdt integrali Riemann anlaminda
t—0
mevcuttur. Dolayisiyla, verilen integral yakinsaktir.
1 —
(j) « <0 iken f(z) = b fonksiyonu [0, 7] araliginda siirekli
xa
oldugundan verilen integral o < 0 icin yakinsaktir. a > 0 olsun. x —
9T
2sin” — 1 T

0% iken f(x) = e 2 ~ Spa=z Ve Ofxa_2 integrali o — 2 < 1 icin

yakinsak ve a > 1 icin wraksak oldugundan Teorem 7.2.7 den dolay1
verilen integral 0 < o < 3 icin yakinsak, a > 3 icin 1raksak olacaktir.
Dolayisiyla, verilen integral o < 3 icin yakinsaktir.

1
(k) f(z) = o ——— olsun. Verilen integrali

I- O/f(:c)d:n _ O/f(x)dx+/f(x)dx L+,
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1

id
seklinde yazalim. = — 07 iken f(x) —p f integrali ¢ ne
0

T
olursa olsun p < 1 icin yakinsak ve p > 1 icin wraksaktir. x — ) iken

1 dx
f(l’) ~ ve T
(5 —x)? (g — )

yakinsak ve ¢ > 1 icin raksaktir. Dolayisiyla, verilen integral p < 1 ve

integrali p ne olursa olsun ¢ < 1 icin

B

g < 1 icin yakinsaktir.
1
(1) Herhangi 3 < p < 1 sayisi icin

lim 27 In(sin ) — im ln(slln x) _ lim cot x
z—0t \/E z—0t 27 P z—0t 1 -
(5 —p)x
1 1
Ip+ 5 xp+ 5
= lim = lim
z—07F 1 z—0+ 1
(5 —p)tanz (5 =P

1
p+ = > 1 oldugundan| = 0
2

1 2.d
olur. 3 <p<licn [ —f yakinsak oldugundan Teorem 7.2.7 den
x

dolay1 verilen integral yakinsaktir.

(m) f(z)= N

I:O/f(:v)d:vzo/f(x)da?—l—l/f(:v)d:vzll—l—lz

1

2
seklinde yazalm. © — 07 iken f(x) ~ 2 ve [ 2"dx integralin > —1 icin

olsun. Verilen integrali

0
yakinsak ve n < —1 icin 1raksak oldugundan Teorem 7.2.7 geregince I;

integrali n > —1 icin yakinsak,n < —1 icin raksaktir.

integrali yakinsak oldugundan

r — 17 iken f(x) ~ QMVQIJ—

N
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I5 integrali yakinsaktir. Dolayisiyla, verilen integral n > —1 icin

yakinsaktir.
dt
(n) $:¥denirse,x:01¢1nt:+oo, :Uzlicintzlveala::—t—2
olacagindan,
1 +o0 J
1 t
/xplnq —dr = / _
x trt2In 9t
0 1

yazilir. Problem 6 (j) den dolay1 bu integral p+2 > 1 ve —¢ < 1, yani
p > —1ve qg > —1 icin yakinsaktir.

(o) f(x) = ——=——=———= fonksiyonu 0 noktasimin saginda sinirsizdir.
v/ x(e® —e")
] 1 Ldx . ~ )
z — 0" iken f(z) ~ — ve [ — integrali yakimsak oldugundan verilen
xs3 0 I3
integral yakinsaktir.
) lim —2C — 0 oldugundan f(z) — —* fonksi 1
im ——— = 0 oldugundan f(r) = ——= fonksiyonu z =
Pl V1 — 22 s V1 — 22 Y
1
noktasinda sinirhdir. Herhangi 0 < p < 1 icin lim $pi =0

a—0t /1 — a2
1
ve [ —f yakinsak oldugundan Teorem 7.2.7 den dolay1 verilen integral
0T
yakinsaktir.

(@) a<0icn f(z) =

siirhdir. o > 0 icin 2 — 0% iken

/62 + 1.2 _ 6cosgc

- fonksiyonu x = 0 noktasinda

1

flx) = —(Ve2+a2—e+e— e
an[
1 x?
- —+€1_ecosx—1>
r* <\/€2 +12+e ( )
1
~ o2
podr : . _ . :
ve | — Integrali o < 3 icin yakinsak oldugundan o < 3 icin verilen
0
integral yakinsaktir.
7T . .. ™ ..
(r) E—x:tdenlrse,x:01¢1nt: 5 = El(;lnt:Ovedx:—dt
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olacagindan,

jus

2 .
ec‘)”—\/l—l—Zcosa:dx_ eSmt — /1 + 2sint
veos? J sin® ¢

[NE]

dt

olur. t — 0T iken

et — /14 2sint e?sint — (14 2sint)

= ~J

Vsin® t [e2sint 4 (1 + 2sint)]Vsin® ¢

=

H
ve ! % yakinsak oldugundan, verilen integral yakinsaktir. ¢

(8) Asagidaki integralleri yakimsak yapan p ve ¢ degerlerini bulunuz.
+oo

@ [o-apds ) [ la-1Plot1pde,

+o0 P +oo 1np T

(c) [ dx ; @ f dx ;
1
o L+t 2 /22 arctan?(—)
T

+o0 T 2P arctan x

Ple " dr f) [ —/—— (p>0);

© [aerdes (0 [T (020
o Infy +o0 ePrdx

——dx; (h
(®) ;f (ex2 —1)a (b) bf (€/x—4—1—1)qsinqx+1

Cozim: (a) f(z) = 2P(1 — z)? fonksiyonu p < 0 icin 0 noktasinin

saginda, ¢ < 0 icin 1 noktasiin solunda sinirsiz oldugundan verilen

integrali

I:/f(:z:)d:r:if(x)dm+jf(x)dx=ll+lg

2
%
seklinde yazalm. = — 0% iken f(z) ~ zP ve [aPdx integrali p > —1
0

icin yakinsaktir. Buna gore, ¢ ne olursa olsun p > —1 icin [; integrali
yakinsaktir.
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Benzer sekilde p ne olursa olsun ¢ > —1 icin I5 integrali yakinsak oldugu
gosterilir. Boylece verilen integral yalniz ve yalniz p > —1 ve ¢ > —1
icin yakinsaktir.

(b) f(z) =]z —=11]?) x4+ 1 |?olsun. —oo, —1, 1 ve +o0 noktalar

singiiler noktalar olabileceginden verilen integrali

2
[—/f da:—/f d:c—i—[ d:r;—l—O/f da:—i—/f

2
= Il+12+[3+[4

-2
seklinde yazahm. | = |— +oo iken f(z) ~| z |P*7 ve [ | x [Pt

+oo
dr, [ |z |P*? dx integralleri p 4+ ¢ < —1 icin yakinsak olduklaridan

2
I ve I, integralleri p + ¢ < —1 icin yakinsaktr.

0
r — —1liken f(z) ~ 2P |2 +11[7ve [ | 2+ 1|7 dr integrali p ne
~2

olursa olsun ¢ > —1 icin yakinsak oldugundan /5 integrali her p € R
ve ¢ > —1 icin yakinsaktir. Benzer olarak her ¢ € R ve p > —1 icin I3

integralinin yakinsak oldugu gosterilebilir.

Boylece verilen integral p > —1, ¢ > —1 ve p+¢ < —1 icin yakinsaktir.
D

(c) f(x)= . j_ gt (¢ > 0) olsun. f, p < 0 icin 0 noktasinin saginda

sinirsiz oldugundan verilen integrali

Foo 1 +o0
I:O/f(x O/f d:c—i—l/f r)de =1 + I,

1
seklinde yazalm. = — 0+ iken f(z) ~ zP ve [zPdx integrali p > —1

icin yakinsak oldugundan 7; integrali p > —1 icion yakinsaktir. x — 400
iken f(z) ~ aP~? ve 7mxp*qu integrali p — ¢ < —1 icin yakinsak
oldugundan I, integralilp — g < —1 icin yakinsaktir. Dolayisiyla, ver-
ilen integral p > —1, ¢ — p > —1 icin yakinsaktir.



900

Céziimlii Problemler

In? In?
(d) = — +ooiken f(z) = S~ T~ nQ xq = g(z) oldugundan
3/ 5 t q( = T3~
Va2 arctan (x)

+oo “+o00
I= [ f(z)dxvel, = [ g(x)dx integrallerinin karakterleri aynidir.
2 2

1 1
q < ~3 olsun. Bu durumda, Vp € R ve Ve € (0,—§ — q) icin
p

In? 1
T oldugundan Va € [by, +00) icin 0 < e

< 1 ola-

liin
r——+oo I
cak sekilde by > 2 sayist vardir. Buna gore Va € [by, +00) icin

1 Infx 1
<

x%—q—a €T x%—q—a

g(z) =

ve [ — ’ yakinsak oldugundan /; integrali yakinsaktir. Dolayist ile,

2_q—¢

1
Vp € R ve Vg < —3 icin verilen integral yakinsaktir.

1
¢=-3 olsun. Bu durumda,
0 1 0 b
I, = /—lnpasda; = /lnpxd(lna:) = blim /lnpxd(lnx)
T —+00
2 2 2

1p+1 —1 p+12 b
e ‘j 4140 ise,

= lim p+1
b—+o00 b .
In(lnx)| , p+1=0 ise
2
In?™!2
- ) < _]-7
= p+1 7
—|—OO, p Z -1
1
olur. Buradan, [ integralinin ¢ = —3 ve Vp < —1 icin yakinsak oldugu

anlasilir.

1
q> -3 oldugunda verilen integralin Vp € R icin iraksak oldugu aciktir.

1 1
Boylece, verilen integral Vp € R, Vg < —3 ve Vp < —1, Vq = —3 icin
yakinsaktir.
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(e) 400 ve0, (p <1 icin) singiiler noktalar oldugundan verilen inte-

grali
+00 1 +00
I = /mp_le_mdm = /xp_le_“dqu /:Ep_le_“cdx =1+ I
0 0 1

1

seklinde yazalm. © — 07 iken f(x) = 2P 'e™® ~ 2P~ ve [ 2P 'dx inte-
0

grali p > 0 icin yakinsak oldugundan, p > 0 icin /; integrali yakinsaktir.

Her A > 1 ve her p € R icin

N . :L.A+p—1
lim z2%2? e *dx = lim =0
Tr——+00 r——400 ex

+00

ve [ — vakinsak oldugundan I, integrali her p € R icin yakinsaktir.
1w

Buna gore, verilen integral p > 0 icin yakinsaktir.

(f) 400 ve 0, (p < —1 icin) singiiler noktalar oldugundan f(z) =
P arctan @

Gy olmak ftizere verilen integrali
x

+oo

I = +/oof(x)d:v—/1f(x)d:c+/f(:r;)d:v—[l—i-lg

1

1 1
seklinde yazahm. x — 07 iken f(z) ~ éxp“ ve [aPtldz integrali

0
p > —2 icin yakinsak oldugundan, p > —2 icin [; integrali yakinsaktir.

1 too dx .
— Ve i 4P > 1 icin yakinsak
T 1

r — +oo iken f(z) ~
oldugundan I, integrali her ¢ — p > 1 icin yakinsaktir.

Boylece, verilen integral p > —2 ve ¢ — p > 1 oldugunda yakinsaktir.
In? In? +o0
(g) T — 400 icin f(l') = ( 111 L ) ~ 1 Zf oldugundan[ = f f(l')dl'
ex2 —1)4 a e

+oon? ¢
ve [ = [ dx integrallerinin karakterleri aynidir.
x4
e
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In” x
q < ) olsun. p ne olursa olsun her 0 < ¢ < —2¢—1 icin lirf — =
r—+oo I

P
0 oldugundan Yz € [by, +00) icin f < 1 olacak sekilde bir by > e
x
o Infx 1 Infx
sayist vardir. Vp € R ve Vo € [by, +00) icin e

1 too

o Ve z;f g integrali yakinsak oldugundan I; integrali p ne
(0]

1
olursa olsun ¢ < —3 icin yakinsaktir.

1
q= —5 olsun. Bu durumda,

00 b
In? _
L = /—dx: lim [ In” zd(Inz)

€ b—-+o00
In? ™ 2 b
, pF# —1ise,
= lim ¢ pt1ll
b——+oo b .
In(lnz)|, p=-—1 ise
+00, p > —1 ise,
= 1
— < —1 ise
p+1 P
1
oldugundan [ integrali ¢ = —5 ve p < —1 icin yakinsaktir.

1 1
Boylece, verilen integral Vp € R, g < —3 ve Vp < —1, Vq = —5 icin
yakinsaktir.

eP*

T
Yz F1 —1)0sin?
(Vx + )4 sin 1

(h) 0 ve +oo singiiler noktalar oldugundan f(z) =

olmak tizere verilen integrali

400 1 +o0
L:!f@mx:Z}umw+/f@mx:h+h

T T
z+1 r+1

T X
§Mx+n2+v?IT+1N3

seklinde yazalim. x — 07 iken sin

vr+1—1=

~ T Ve
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1 Ld
oldugundan p ne olursa olsun x — 07 iken f(z) ~ —; Ve i —21; integrali
T 0T

1 1
q < 3 icin yakinsak oldugundan Vp € R ve Vq < 3 icin I; integrali

yakinsaktir.
DT +o0 epm

r — +oo iken f(z) ~ — ve [ —dx integrali p < 0 icin yakimsak
xs 1 a3

1
oldugundan /5 integrali ¢ < 5 P < 0 icin yakinsaktir.
. o ..
Boylece, verilen integral p < 0, ¢ < 5 lein yakinsaktir. ¢

Asagidaki integrallerin mutlak ya da kosullu yakinsak olup olmadigim

arastiriniz.
T>®sine oo /x cosw
dz ; b Y dx;
() [ e O AT el
T sinz, dx oo
c sin(——)— ; d sin(z?)dx ;
(c) +If (\/5)\/5 (d) g (%)
o0 sin o o0 1—|—$ pSlHJL‘
© Ju-eyEae: @ [ UEIM <o)
1 2 nzr
+00 4o __ _ “+o00
(g) [ S SO B [[i]] pdx; (h) [ aPsin(a?)dz (¢ #0) ;
1 0
TP sinx
i d > () .
O [T 20

sinx 1
’ <

Coziim: (a) p > 1 olsun. Vaz € [1,400) icin

xP - oxP

+o0
i —pdx yakinsak oldugundan verilen integral yakinsaktir.
1T

1
0 <p < 1olsun. f(z) = sinz ve g(x) = — diyelim. Vb > 1
T

b
icin F(b) = [sinzdr = cosl — cosb fonksiyonu [1,+00) lizerinde
1

smirh ve g(x), [1,400) tizerinde azalan (Vz € [1,+00) icin ¢'(x) =

1 <0 oldugundan) ve liril g(z) = 0 oldugundan Dirichlet Tes-
€T T— 00

tine gore verilen integral yakinsaktir. Bu durumda, integralin mutlak

yakinsamadigini gosterelim.
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.. +20 gip2
Once,p < licinl; = [ i

1
bo € (1,+00) olsun. nm > by olacak sekilde bir n € N sayisin1 bulalim.

dx integralinin iraksak oldugunu gosterelim.
:L-a

O halde by = n7 ve by = 2nm sayilar: icin

bo 9 2nm 9
sin“ sin“ x
de| = dx
x x
by nmw
2nm 9 2nm
sin“ x .
> de > — [ sin? zdx
T 2nm
nm nm
1 nw 1
2nm 2 4

1
olur. Boylece, ¢ = — sayis1 verildiginde Vby > 1 icin oyle by = nm > by

ve by = 2nm > by bulunabilir ki

bo 9
SN~ xr
dr| > ¢
xOé
b1

olur. O halde Cauchy Testine gore I; integrali p < 1 icin raksaktir.

- T cos
Benzer olarak, p < 1 icin I, = [

1

—dx integralinin de 1raksak

oldugu gosterilebilir.

. 2 400 @i 2
sin sin” x sin” x
Vo € [1,400) icin ‘ > —— ve i dx integrali raksak
x 1
_ tXsin) : .
oldugundan [ ‘ . ’da: integralide ayn1 p ler icin wraksaktir. O halde
1T

verilen integral 0 < p <1 icin mutlak yakinsak degildir.

p < 0 olsun. Herhangi bir by € (1,400) sayist icin 2nm > by olacak

5
sekilde bir n € N sayisin1 secelim. b; = 2nm + T ve by = 2nm + g
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noktalar1 icin

o
2nm+——

6

b
sinx sinx
’ dx ’ = dx
x xP
b1

v
2nm+—

6
5%

2nm+—— 51
6

/ sin xdx 5 /d.’L' 3

v
2nm+—

6

v
—

ol

olur. Boylece, ¢ = g sayist verildiginde Vby > 1 sayisi

ba )
Sin T
’/ dac’ > e
xP
by

5
olacak sekilde b; = 2nm + T by ve by = 2nm + o by sayilar1 vardir.

O halde Cauchy Testine gore verilen integral p < 0 icin 1raksaktir.

Boylece, verilen integral p > 1 icin mutlak, 0 < p < 1 icin kosullu

yakinsak olup p < 0 icin wraksaktir.
b

(b) F(b) = [coszdr = sinb fonksiyonu [0,+00) lzerinde siurl,
0

g(x) = s 31:00 fonksiyonu }ﬁ)tgri kadar biiyiik x ler icin azalan (Vx €
(100, 400) icin ¢'(x) = 2\/5(100_1 e < 0) ve xkriloog(x) = 0 oldu-

gundan Dirichlet Testine gore verilen integral yakinsaktir. Bu yakinsa-

+o00
manimn kosullu, yani 7 = [ Ve |cosz |

S 00 dzx integralinin 1raksak oldugunu

gosterelim.
Olmayana ergi yontemini izleyerek [ integralinin yakinsak oldugunu

+o0o
kabul edelim. O halde I; = [ VELCOST ) tegral de yakmsak
2 T+ 100
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olacaktir. Bu durumda, her x € [100, +00) icin

VT |cosz| _ cos?x
>
s 4100 © 2z

29 cos?

oldugundan
Ve

dx integrali yakinsak olmak zorundadir. Bu ise,

+o0 2

COs . . .. . C e
| —dz integralinin @ < 1 icin wraksak olmasi ile celistiginden
100 *

kabuliimiiziin yalnis oldugu anlasilir. Boylece, verilen integral kosullu

yakinsaktir.

1 .
(c) flz) = NG sin(%) fonksiyonunun  — +oo iken esas kismini
bulalim.

3

t
t — 07 iken sint =t — — + o(¢*) oldugundan,

3!
I 1 [sinx 1(sinx)3jL (sin x)]
€T —= —_—— — — ——
Vel x o 30 /T
B sinx 1 sin®x sin® z
N r 3l 22 + o 22 )
sin x
= R
"L+ R(2)

1 taiglias
5 esltsizligl

32

+oo
saglanmaktadir. Buna gore, [ R(z)dz integrali mutlak yakinsaktir.
1

seklinde yazilabilir, burada Yz € [1,4+00) icin | R(z) |<

+gin x

J

T
integral de kosullu yakinsaktir.
+00

(d) [ sin(z?)dw integralinin yakinsak oldugunu Problem (3) te gordiik.

dz kosullu yakimsak oldugundan (Bkz. Ornek 7.2.16) verilen

0
Bu yakisamanin kosullu oldugunu gorelim. Verilen integrali

+o00 1 +o0

I= /sin(mz)dw = /sin(xZ)da:Jr / sin(z?)de = I, + I,

0 0 1
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seklide yazalim. /r = ¢ denirse, x = 1 icin t = 1, * = 400 icin

dt
t = 400 ve dv = —= olacagindan,

2Vt

—+oco
1 sint

V2 Ve

oldugu elde edilir. I kosullu yakinsak oldugundan (Bkz (a)) verilen

I dt

integral kosullu yakinsaktir.

(e) f(z) = z(1 — €"+") fonksiyonunun  — +oco iken esas kismim

bulalim.
t —0iken e =1+41t+ ;—2' + o(t?) oldugundan,
sinr  sin’x sin’ x
fl@) = \/5[1_1_ r 222 ol 222 )]
B _sinx R(z)

1
2x+\/1 Ve

seklinde yazilabilir, burada Vo € [1,+00) icin | R(z) |<

+oo g +oo
/ ’ integrali yakinsak oldugundan [ R(z)dz mutlak yakimsaktir.
1 Tyx 1
Tosin . : .
Ik z dr kosullu yakinsak oldugundan verilen integral de kosullu
1 x
yakinsaktir.
3

(f) Vz € [2,400) icin ¢, = o P < 0 ise, ¢, = (5)1’, p > 0 olmak

n
lizere | b

( —l—lsc) sinz -
nx
+o0

ve [ zPdz integrali p < —1 icin yakmsak oldugundan verilen integral
2
ayni p ler icin mutlak yakinsaktir.

1 p
—1<p<O0olsun. g(z) = ( 1+ 2)
nz

pflpatln$— 11—z

fonksiyonu [2, +00) araliginda aza-

lan (¢/(z) = (1+2)
0 dar.

Py g < 0 oldugu icin) ve xkrlloog(x) =
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b
F(b) = [sinazdr = cos2 — cosb, [2,+00) arahgmda simrh oldugundan
2

verilen integral —1 < p < 0 icin yakinsaktir. Bu yakinsamanin kosullu

oldugunu gorelim. Olmayana ergi yontemini izleyerek —1 < p < 0 icin
T (14 z)? | sinz |

/

5 Inx

dz integralinin yakinsak oldugunu varsayalim. O

(1+ x)Psin® - (14 2)? |sinx |

halde, Vz € [2, +00) icin

+20 (1 4+ x)Psin® x

L=

5 Inx

olacagindan,
Inx Inx

dx integrali de yakinsak olacaktir. Az once

T (1 p 2
gordiuglimiize benzer olarak I, = [ (1+ ? const
5 nx

—1icin mutlak yakinsak ve —1 < p < 0icin yakinsak oldugu gosterilebilir.

dz integralinin p <

I, ve I integralleri yakinsak olduklarindan

—+00

1 P
/ At e —or 1,

Inz
2

+too (1 x )P

esitligine gore, [ (1+2)
2

Bu ise miimkiin olamayacagindan varsayimin yalnis oldugu anlasilir.

dz integrali —1 < p < 0 icin yakinsaktir.

Boylece, verilen integral p < —1 icin mutlak yakinsak ve —1 < p <0
icin kosullu yakinsaktir.
1
(g) f(z)=x—[z] —pveg(x)=—olsun. f(z)in [1, +o0) iizerindeki
X

ilkel fonksiyonunu bulalim. Vn € N icin
zenn+l)= [z] =n=fr)=x—n—p
ve

re€n+1l,n+2)= [z] =n+l=fla)=x—n—p-—1

2
oldugunda F,,(z) = [ f(z)dz = % — (n+p)x+ cn, ¢, € R fonksiyonu
2

f nin (n,n + 1) arahgmda, F,1(z) = [ f(x)de = % — (n+p)z —
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T+ Cpy1, Cpy1 € R fonksiyonu ise f nin (n + 1,n 4 2) araliginda bir
ilkel fonksiyonudur. f nin [1,400) arahginda ilkel fonksiyonu stirekli
oldugundan

Fu((n+1)7) =Fa(n+1)7) =

- <n+21)2 —(+p)nt1)+e
- <n+21)2 —(n4p)nt+1) = (n+ 1)+

Chi1=C,+n+1, neN

oldugu elde edilir. n = 1,2,--- alirsak ¢co = ¢; +2, ¢35 = o+ 3 =

2
+n—2 .
c+2+3,--- ,cn:cl+2+3+---+n:cl+%eldeederlz.

x € [n,n+1), n € Nicin [z] = n olacagindan f nin [1, +00) arahginda
ilkel fonksiyonu

2

F@) =5 = ([a] +ppo+ L LEL 22

olur.
1
p=3 olsun. Bu durumda, Vn € N icin F(n + 1) — F(n) = 0, dolayist
ile Vk € N sayisi icin F(1+ k) — F(1) = 0 oldugu aciktr.
b
F(b) = [ f(x)dz, b€ [1,+00) olsun. Vb > 1icin kg = [b—1] olsun.
1
O halde Vb > 1 icin

b 1+ko b
70| = | [ sads] | [ @+ [ sl
1 1 1+ko
_ /f(:c)d:c‘:‘ /(x— (2] —%)d:c’:‘ /(x—ko—;)dx

1
5‘(b—k0—1)2—(b—k0—1)‘ <

1
— 2



910

Céziimlii Problemler

dir. Dolayisiile F(b) = [ f(z)dx fonksiyonu [1, +00) tizerinde siirhdur.
1

1
g(x) = — fonksiyonu [1, +00) {izerinde azalan ve lim g¢(z) = 0 oldu-
T

Tr——400

1
gundan Dirichlet Testine gore verilen integral p = 3 icin yakinsaktir.

1
p# 3 olsun. Bu durumda,

70%@ _ 7()0%@; —(p— 1) +Ood_x

x x 2 x
1 1 1
esitligindeki 2. integral iraksak ve az once gosterildigi gibi 1. integral

yakinsak oldugundan verilen integral p # 3 icin 1raksaktir.

1
p= 3 icin verilen integralin mutlak yakinsak olmadigini, yani

1
dx integralinin raksak oldugunu gosterelim.
1 x
Vn € N icin
o [2] -5 o o] - |
r—Jx] —= x — - =
2
d =
/ . x Z / dz
1 k=1
n—1 1 k+1
k=1 !
n—1
1 1 1 1
R e sz

n
bulunur. Terimleri z,, = >

—~ K’
k=1
iraksak oldugundan son esitsizlige gore

1

b

o~ [] - 5|

lim dr = +00
b—+o0 x

n € N biciminde tanimlanan (x,,) dizisi
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too|l = [2] = 5|
oldugu, yani [ 2z integralinin iraksak oldugu anlasilir.
1 x

1
Boylece, verilen integral p = 5 icin kosullu yakinsaktir.

(h) 1) ¢ > 0 olsun. 27 = ¢ denirse, z = 0 icin t = 0, z = +o0 icin

t =+o0 ve dr = “taldt olacagindan,
q
T 1 1
I= / P sin(z?)dx = — / t% L sintdt = —( + I5)
q q
0 0

yazilabilir, burada

1 +o0o
I, = /tp;rl_lsintdt, I, = /tp:l_lsintdt
0

1

dar.

ptl ptl

! 1
t — 0 iken t"s “‘sint ~ t's ve [t < dt integrali Pt
0

> —1 icin

p+1

yakinsak oldugundan [; integrali > —1 icin yakinsaktir. (Vt €

q
(0, 1] icin t% lsint >0 oldugundan hem de mutlak yakmsaktir.)
b
F(b) = [sintdt = cosl — cosb, [1,+00) lizerinde smirh ve ¢4
1

fonksiyonu b < 1 icin azalan ve t — 400 iken limiti sifir olan

p+1

fonksiyon oldugundan Dirichlet Testine gore I, integrali < licin

yakinsaktir.
p+1

ptl
q

1
~1dt integrali <

—+00
Yt € [1, +00) icin | t°¢ 'sint |~ 0 ve [ ¢
1

p+1

0 icin yakinsak oldugundan /5 integrali < 01icin mutlak yakinsaktir.

2) ¢ < 0 olsun.z = ta denirse, x = 0 icin t = 400, = 400 icin t = 1
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1
ve dr = ~ta~\dt olacagindan
q

1 +o00
1 1
I'= /xp sin(x?)dr = —— / ¢ Vsintdt = —~ Iy
q q
0 1

“+oo 1
1 1
I"= /xpsin(xq)dx = ——/tpfl sintdt = —=1I;
q q
1 0

yazabiliriz.
p+1

Dirichlet Testine gore I’ integrali < 1 icin yakimsaktir. ¢t —

1
0+ iken £ sint ~ e oldugundan [” integrali Pt

> —1 icin
yakinsaktir (hem de mutlak yakimsaktir).
1 1
Dolayzsi ile, verilen integral —1 < pt2 < 0icin mutlak, 0 < pt2 <1
q q
icin kosullu yakinsaktir.
(i) Verilen integrali
+w . 1 . +m .
[ / acpsmxdw _ / xpsmxdx+ / xpsmxdx A
1+ a9 1+ a9 1+ a4
0 0 1

seklinde yazalim.

P sinx

1
~ 2Pt ve [aPTdz integrali p > —2 icin yakinsak
1+ a4 0

oldugundan I; integrali ayni p ler icin yakinsaktir (hem de mutlak

r — 04 iken

yakinsaktir.)

P sin x ) 1 1 o dx

Her z € [1,+00) icin
1+ a1

- 1
xq*p(l + —q)

x
integrali p+ 1 < ¢ icin yakinsak oldugundan /5 integrali ayni p ve q lar

icin mutlak yakinsaktir.

P
g(z) = : f_ L€ [11, +00) olsun. Vz € [1,400) icin
p(1+—) —q
g (z) = xp+q_l+2 oldugundan, p < ¢ icin yeteri kadar biiytik

L+ 27)
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1
xlericin ¢’(z) < 0ve lim g(z)= lim ——— = 0dir. Aynca,
r—+00 T—+00 _
x4 p(l + —q)
x

b
F(b) = [sinazdr = cos1 — cosb fonksiyonu [1,+00) iizerinde smrh
1

oldugundan, Dirichlet Testine gore [, integrali p < ¢ icin yakinsaktir.

Boylece, verilen integral p > —2, p+ 1 < ¢ icin mutlak, p > —2,
p < q < p+1icin kosullu yakinsaktir. ¢

(10) Asagidaki has olmayan integralleri hesaplayimiz.

“+oo

(a) I, = [ e “a"dz, (n € N);
0

(b) J, = j(ln x)"dz, (n € N);

+oo
(¢) K, = [ e*sin"adz, (n€N, a>0);
0

+0o0 dx
Of (a® + 22"’

+0o0 dx
Mn = s
() f (az? + bx + )

— 00

(d) L, = (n € N);

(ac —v* >0, n €N).

Coziim: Kismi integrasyon yontemi bir kac kez uygulanarak verilen

integrallerin hesaplanmasi indirgeme formiillerine dontstiirtiliir.

(a) u = z", dv = e *dx denirse, du = nax" 'dz, v = —e " olacagindan
+oo

+n / e T tdr = nl,
0

I_ 7zn+oo
n=—¢c¢ "z

0

+oo

oldugu elde edilir. Iy = [ e *dz =1 oldugundan,
0

]2 = 2]1 = 2', ]3 :312 :3‘, ,In = n! olur.

(b) Ve > 0 icin lim 2°Inz = 0 oldugundan her n € N icin
z—0

1
lim z"(Inz)"™ = 0 oldugu aciktir. Buradan, e = — icin
z—0t 2n



914 Coziimlii Problemler

1i161+x%(1nx)” =0 = dzy € (0,1) dyle ki Yz € (0,z¢) icin
1 1

- 1 _=
| z2(Inz)” |< 1 veya (Inz)” < z 2 olur. [z 2dx yakimsak

0
oldugundan Vn € N icin J, integralinin yakinsak oldugu anlasilir.

x = et denirse, x = 0 icin t = 400, v = licin t = 0 ve
dr = —e~tdt olacagindan,
+00

I = (—1)" / t"e tdt = (—1)"I, [(a) dan] = (—1)"n!

olur.

(c) u=sin"z, dv = e *dx denirse, du = nsin" ' x cos rdz,

v = ——e % olacagindan,
a

—+00

1 . 400 n B et

K, = ——e sm”x‘ +— [ e **sin"™" " xcosxdx

a 0 a
0

+oo

n

= - e~ gin" ! 1 cos xdx
a
0

olur. Kismi integrasyon yontemini tekrar uygularsak (u = sin '  cos

dv = e~ dx denirse, du = [(n — 1) sin" %z cos? x — sin" z]dx,
v=——e %)
a
(-1 [
S (N too n(n—1 e e
K,=——esin" tzcosz| +———= [ e @sin" 2z cos®xdr
a? 0 a?
0
+o0o
n —axr :..n 2 _ 2 ~
— — [ e *sin"zdz[cos®r =1 —sin"z oldugundan]
a
0
2
n(n —1) n n(n —1)
= K S K S Ky = o K
a a a*+n
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(11)

1
elde ederiz. Ko = — ve K; = oldugundan,
a 1+ a?
i B (2k — 1)!
T 0+ )R+ ad) - ((2k— 12+ a?)
2k)!
Ko, = (2F)

(@)@ + )& +a) - (2P + )

Benzer sekilde,

71 (2n—3)!!
2021 (2n — 2)IV

7(2n — 3)!la"sgna

Ln Mn -

n—

1
(2n — 2)(ac — b2)" 2

oldugu gosterilebilir. ¢

+00 .
I= [ e~**dz Buler-Poisson Integralini hesaplaymz.
0

L > L. _ paP!
Coziim: Herp e (1,2]icin lim 2Pe™™ = lim — = lim s =
' T z—dtoo r—+o00 ¥ z—+o0 21"

p ab?
— lim — = 0 oldugundan [ integrali yakinsaktir. Bu integralin
2 z—+o0o0 T

degerini hesaplayalim.

Her 2 € (0,400) icin 1 —2? < e < e esitsizliginin saglandigi
x

aciktir.

1
Vo€ (0,1)icin 1 —2? < e = (1 —a2?)" < e = [(1—2?)"dx <
0

! 1
2 2 2
" dz, Vr € (0, icin e™" < e < ¥ =
Ofe z, Yo € (0,+00) icin e T e YL
+00 5 +o00
e " dr < ————dux olur.
! T
Demek ki, ¥n € N icin
L 1 +00 +o00

1
/(1—x2)nd$ < /C_andl' < /e_na:QdZE < / (14_—332)ndx

0 0 0 0
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Céziimlii Problemler

oldugu elde edilir. Problem (10) (d) ye gore

—+00

1 p 7w (2n—3)!
/(1+x2)n YT 9 2

0

/(1 — 2%)"dx (v = cost] = /sin2”+1 tdt = %
/ e " dr [t = /na] = % / e dt = %I
oldugundan 2n)1 o
2n -3
\/_(2n+1) <I<\/—_( —2)Il
veya
n [(2n)!1]? 5 T n o [(2n=3)*(2n —1)

iz e < @1 e

olur.
T , [(2n)!1]?

2 oo [(2n + DIRE(20 + 1)

Vallis formiiliine gore son esitsizligin her iki tarafi n — +oo iken aym

% limitine yaklastigindan

I* = % [I > 0 oldugundan| = [ = ~—
oldugu elde edilir. ¢

a ve b pozitif reel sayilar, f, [0, 400) lizerinde siirekli ve 111}_] flz) =

+oo b
f(+00) limiti var ve sonlu olsun. Bu durumda, [ flaz) = f(bx) - f(bz)
0

dx

integralinin yakinsak oldugunu ve

+o0
/ wdm — [£(0) = f(400)]In 2 (7.25)
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esitliginin dogru oldugunu gosteriniz.

Coziim: [ € C[0,+0o0) oldugundan 0 < A; < Ay < 400 icin

72f(ax);f(bx)dx ) f
Ay
e e
— QZ o bi
bA; bAo
- [ [ L0
aly alo

integrali mevcuttur.

Orta deger teoremi gergince & € [aA, bA;] olmak iizere

bA; bA, Ji b
/ 1) —Ldt = / = f(§)In o
aly alq

ve benzer olarak, n € [aAq, bA,] olmak {izere

/f dt = 7dt F)n >
alg alsg ¢

yazabiliriz. Demek ki, her 0 < A; < Ay < 400 icin £ € [aAy,bA;] ve
n € [aAg, bAs] olmak tizere

Ao
flax) — f(bx b b
R N (G LRI ()
x a a
olur. Tanim geregince verilen integral
/ f ax) f ax)
= lim
A;—0Tt

A2"+OOA1
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seklinde tammlandigindan dolay1 (7.26) dan (A; — 0T iken £ — 0T
ve Ay — 400 iken 7 — +oooldugunu dikkate alirsak) (7.25) esitliginin

dogru oldugu anlasilir. ¢

Not: Sonlu lim f(z) limiti mevcut olmadiginda, fakat her hangi

T—+00
A > 0 icin }m@dt yakinsak ise
A
+oo
/ Jlax) = Jbx) . 162) 40— f0) lng (7.27)

esitligi dogrudur.
Not: Eger f, x = 0 noktasinda siireksiz, fakat her A € (0, 4+00) icin
A

J i )dt integrali yakinsak oldugunda
0

/ wd:@ = fl+o0)In3 (7.28)

esitligi dogrudur. e

Not: Kaynaklarda (7.25) integraline Frullani integrali denir. e

(13) a > 0 ve b > 0 icin asagidaki integralleri hesaplayimiz.

+00 e~ aT _ e—b:c P + qe —az
a —dx; In —, (p,qg > 0);
(a) Of ” Of p+qebzx(pq )
+ arctan axr — arctan bz +2 cos axr — cos bx
(c) f de; (d) [ dx ;
T o T
+Oob o b -‘rOO . . b
(e) f sin ax — asin mdx ; (f) f sin az sin de ;
0 bx . 0 T
1 xa 1 — b
_d
(g) Of Inxz v



